
Determinanty, aneb jak matićım přidělit užitečná
č́ısla

připravili Ivana a Petr Vojčákovi

V druhém kole letošńıho KOSa navážeme na kolo prvńı a budeme
pokračovat v práci s maticemi. Ukážeme si, jakým zp̊usobem lze každé
čtvercové matici A přǐradit jisté reálné č́ıslo, které označujeme detA
a nazýváme determinant matice A, a seznámı́me se s několika prak-
tickými aplikacemi determinant̊u při řešeńı matematických úloh.

Determinantem čtvercové matice řádu n nazýváme součet všech
součin̊u n prvk̊u této matice takových, že v žádném z uvedených součin̊u
se nevyskytuj́ı dva prvky z téhož řádku ani z téhož sloupce. Každý z
těchto součin̊u přitom ve výsledném součtu vystupuje se znaménkem
+ nebo − podle jistých pravidel, které si předvedeme pro čtvercové
matice 1., 2. a 3. řádu:

• Matice 1. řádu

Pokud A = (a11) je matice 1× 1, pak

detA = a11.

Determinant matice 1. řádu je tedy roven hodnotě jediného prvku této
matice.

• Matice 2. řádu

Pokud A =

(
a11 a12

a21 a22

)
je matice 2× 2, pak

detA = a11a22 − a21a12.

Determinant matice 2. řádu tedy vytvoř́ıme tak, že od součinu prvk̊u
na hlavńı diagonále odečteme součin zbývaj́ıćıch dvou prvk̊u. Jeho ab-
solutńı hodnotu lze interpretovat jako obsah rovnoběžńıku s vrcholy
v bodech (0, 0), u = (a11, a21), v = (a12, a22) a (a11 + a12, a21 + a22).
Znaménko determinantu určuje vzájemnou orientaci vektor̊u u a v.
detA je kladný, pokud úhel mezi vektory u a v měřený v kladném
směru (tedy proti směru hodinových ručiček) je z intervalu (0, π), a
záporný, pokud je tento úhel z intervalu (π, 2π).
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• Matice 3. řádu

Pokud A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 je matice 3× 3, pak

detA=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a11a23a32−a12a21a33.

Podobný geometrický význam determinantu jako u matic 2. řádu na-
jdeme i pro matice řádu 3. Řádkové vektory u = (a11, a12, a13), v =
(a21, a22, a23), w = (a31, a32, a33) určuj́ı v tř́ıdimenzionálńım prostoru
rovnoběžnostěn, jehož objem je roven | detA|. Pokud je detA kladný,
pak je posloupnost vektor̊u u, v, w pravotočivá, a levotočivá, pokud
je detA záporný.
Výpočet determinantu matice 3. řádu si lze snadněji zapamatovat po-
moćı tzv. Sarrusova pravidla, které je vyjádřeno následuj́ıćım sché-
matem: 

a11 a12 a13
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Prvky lež́ıćı na úhlopř́ıčkách spolu vynásob́ıme, přičemž součin̊um smě-
řuj́ıćım zleva doprava přǐrad́ıme znaménko + a těm, které směřuj́ı zpra-
va doleva, přǐrad́ıme znaménko −. T́ım dostaneme součiny+a11a22a33,
+a12a23a31, +a13a21a32, −a13a22a31, −a11a23a32, −a12a21a33 a jejich seč-
teńım źıskáme hodnotu determinantu matice A.
Důležité upozorněńı: Sarrusovo pravidlo plat́ı výlučně pro čtvercové
matice 3. řádu!!!

Samozřejmě determinanty lze poč́ıtat i u čtvercových matic řádu
vyšš́ıho než 3, ovšem pro jejich výpočet již neexistuje žádné jednoduché
názorné pravidlo a v rámci tohoto textu se jejich výpočtem nebudeme
zabývat.

Některé základńı vlastnosti determinant̊u:
• je-li některý řádek (sloupec) matice A nulový, pak detA = 0;
• jsou-li některé dva řádky (sloupce) matice A stejné, pak detA = 0;
• jsou-li řádky (sloupce) matice A lineárně závislé, pak detA = 0;
• prohod́ıme-li v matici A libovolné dva řádky (sloupce), detA bude

mı́t opačné znaménko, přičemž jeho absolutńı hodnota se nezměńı.
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UKÁZKOVÝ PŘÍKLAD
Proved’te diskuzi řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

px + y − z = 1
x + py − z = 1

−x + y + pz = 1,

kde x, y, z jsou neznámé a p reálný parametr.

ŘEŠENÍ
Část dané úlohy vyřeš́ıme pomoćı tzv. Cramerova pravidla, které k
řešeńı soustavy lineárńıch rovnic využ́ıvá právě determinant̊u. Vytvo-
ř́ıme si následuj́ıćı matice:

A =

 p 1 −1
1 p −1

−1 1 p

 , Ax =

 1 1 −1
1 p −1
1 1 p

 ,

Ay =

 p 1 −1
1 1 −1

−1 1 p

 , Az =

 p 1 1
1 p 1

−1 1 1

 ,

přičemž A je matice soustavy, matice Ax vznikla z matice soustavy
tak, že jsme prvńı sloupec nahradili sloupcem pravých stran, v matici
Ay jsme takto nahradili druhý sloupec a v matici Az třet́ı. Dále si
pomoćı Sarrusova pravidla spoč́ıtáme determinanty těchto matic:

detA = p3 + 1− 1− p + p− p = p(p2 − 1),

detAx = p2 − 1− 1 + p + 1− p = p2 − 1,

detAy = p2 + 1− 1− 1 + p− p = p2 − 1,

detAz = p2 − 1 + 1 + p− p− 1 = p2 − 1.

Cramerovo pravidlo ř́ıká následuj́ıćı: je-li detA 6= 0, tj. v tomto
př́ıpadě pokud p /∈ {−1, 0, 1}, pak má soustava právě jedno řešeńı a
pro neznámé x, y, z plat́ı:

x =
detAx

detA
=

p2 − 1

p(p2 − 1)
=

1

p
,

y =
detAy

detA
=

p2 − 1

p(p2 − 1)
=

1

p
,

z =
detAz

detA
=

p2 − 1

p(p2 − 1)
=

1

p
.
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Zbývá nám tud́ıž rozřešit př́ıpady, kdy p ∈ {−1, 0, 1} .
• Necht’ tedy nejprve p = −1. Pak zadaná soustava má tvar

−x + y − z = 1
x − y − z = 1

−x + y − z = 1,

tedy prvńı a třet́ı rovnice jsou v tomto př́ıpadě stejné. Sečteme-li prvńı
dvě rovnice, dostaneme:

−2z = 2, tedy z = −1.

Po dosazeńı tohoto výsledku do prvńı rovnice dále dostaneme:

−x + y = 0, tedy x = y.

• Necht’ dále p = 0. Pak soustava má tvar

y − z = 1
x − z = 1

−x + y = 1.

Jestliže od prvńı rovnice odečteme druhou, pak společně s třet́ı rovnićı
dostaneme soustavu

−x + y = 0
−x + y = 1,

která očividně nemá žádné řešeńı.
• Necht’ nakonec p = 1. Pak zadaná soustava má tvar

x + y − z = 1
x + y − z = 1

−x + y + z = 1,

tedy prvńı a druhá rovnice jsou v tomto př́ıpadě stejné. Sečteme-li
prvńı a třet́ı rovnici, dostaneme:

2y = 2, tedy y = 1.

Po dosazeńı tohoto výsledku do prvńı rovnice dále dostaneme:

x− z = 0, tedy x = z.

Závěr: Pokud p /∈ {−1, 0, 1}, má soustava jediné řešeńı

x = y = z =
1

p
.

Je-li p = −1, má soustava nekonečně mnoho řešeńı x = y = t, z = −1,
kde t je libovolné reálné č́ıslo.
Je-li p = 1, má soustava opět nekonečně mnoho řešeńı x = z = t, y = 1,
kde t je libovolné reálné č́ıslo.
Jestliže p = 0, pak daná soustava rovnic nemá žádné řešeńı.
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