Determinanty, aneb jak maticim pridélit uzitecna
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V druhém kole letosniho KOSa navazeme na kolo prvni a budeme
pokracovat v praci s maticemi. Ukazeme si, jakym zpusobem lze kazdé
¢tvercové matici A pritadit jisté realné cislo, které oznacujeme det A
a nazyvame determinant matice A, a seznamime se s nékolika prak-
tickymi aplikacemi determinantu pii feSeni matematickych tloh.

Determinantem ctvercové matice radu n nazyvame soucet vsech
sou¢inu n prvku této matice takovych, ze v zadném z uvedenych sou¢inu
se nevyskytuji dva prvky z téhoz radku ani z téhoz sloupce. Kazdy z
téchto soucinu pritom ve vysledném souctu vystupuje se znaménkem
+ nebo — podle jistych pravidel, které si predvedeme pro ctvercové
matice 1., 2. a 3. Tadu:

e Matice 1. fadu
Pokud A = (a;1) je matice 1 x 1, pak

det A = ai.-
Determinant matice 1. fadu je tedy roven hodnoté jediného prvku této
matice.

e Matice 2. fadu
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Pokud A = (an a12) je matice 2 x 2, pak

det A = 1192 — A21Q12.

Determinant matice 2. fadu tedy vytvorime tak, ze od souc¢inu prvku
na hlavni diagondle ode¢teme soucin zbyvajicich dvou prvku. Jeho ab-
solutni hodnotu lze interpretovat jako obsah rovnobézniku s vrcholy
v bodech (0,0), u = (CL11,CL21), vV = (CL12,CL22) a (CL11 + a9, 21 + a/22).
Znaménko determinantu urcuje vzdjemnou orientaci vektoru u a v.
det A je kladny, pokud thel mezi vektory u a v méreny v kladném
sméru (tedy proti sméru hodinovych rucicek) je z intervalu (0,7), a
zaporny, pokud je tento ihel z intervalu (m, 27).



e Matice 3. radu
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Pokud A = 91 Qo2 Q93 je matice 3 X 3, pak
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det A =a11a22a33+a12023031 4013021 A32— 13022031 — 011023032 — 012021033

Podobny geometricky vyznam determinantu jako u matic 2. fadu na-
jdeme i pro matice fadu 3. Radkové vektory u = (a11,a12,a13), v =
(@21, age, as3), W = (ag1, ase, agz) urcuji v tiidimenziondlnim prostoru
rovnobéznostén, jehoz objem je roven | det A|. Pokud je det A kladny,
pak je posloupnost vektoru u, v, w pravotociva, a levotoc¢iva, pokud
je det A zéporny.

Vypocet determinantu matice 3. fadu si lze snadnéji zapamatovat po-
moci tzv. Sarrusova pravidla, které je vyjadieno nasledujicim sché-
matem:
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Prvky lezici na ihlopiickach spolu Vynésobime, pri¢emz souciniim smé-
fujicim zleva doprava priradime znaménko + a tém, které sméruji zpra-
va doleva, pritadime znaménko —. Tim dostaneme souciny+aq;assass,
+a12a23031, +A13021A32, —@13022031, —A11023032, —A12021033 2 jejich sec-
tenim ziskame hodnotu determinantu matice A.

Diilezité upozornéni: Sarrusovo pravidlo plati vylucéné pro ¢tvercové
matice 3. radu!!!

Samoziejmé determinanty lze pocitat i u ¢tvercovych matic fadu
vyssiho nez 3, ovSem pro jejich vypocet jiz neexistuje zadné jednoduché
nazorné pravidlo a v ramci tohoto textu se jejich vypoctem nebudeme
zabyvat.

Neékteré zakladni vlastnosti determinanti:

e je-li nektery radek (sloupec) matice A nulovy, pak det A = 0;

e jsou-li nékteré dva radky (sloupce) matice A stejné, pak det A = 0;

e jsou-li fadky (sloupce) matice A linedrné zdvislé, pak det A = 0;

e prohodime-li v matici A libovolné dva fadky (sloupce), det A bude
mit opacné znaménko, pricemz jeho absolutni hodnota se nezméni.
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UKAZKOVY PRIKLAD
Proved'te diskuzi feseni soustavy linedrnich rovnic
pr + y — =z =1
r + py — z =1
- + y + pz = 1,

kde x,y, 2z jsou nezndmé a p redlny parametr.

RESENT
Cést dané tlohy vyfesime pomoci tzv. Cramerova pravidla, které k
feSeni soustavy linearnich rovnic vyuziva pravé determinantu. Vytvo-
fime si nasledujici matice:

p 1 —1 11 -1

A= 1 p -1, Ayk=|1p -1 ],
-1 1 p 1 1 »p
p 1 —1 p 11

A, = 11 -1, A,= 1 p 1],
-1 1 p -1 11

pricemz A je matice soustavy, matice Ay vznikla z matice soustavy
tak, ze jsme prvni sloupec nahradili sloupcem pravych stran, v matici
A, jsme takto nahradili druhy sloupec a v matici A, tieti. Dale si
pomoci Sarrusova pravidla spo¢itame determinanty téchto matic:

det A=p+1—1—p+p—p=p@p*—1),
det Ay =p* —1—1+p+1—-—p=p°>—1,
detAy =p*+1—1—1+p—p=p>—1,
detA,=p°—1+1+p—p—1=p°—1.
Cramerovo pravidlo iika néasledujici: je-li det A # 0, tj. v tomto

piipadé pokud p ¢ {—1,0, 1}, pak mé soustava pravé jedno feSeni a
pro neznamé x,y, z plati:

_ det Ay, p?—1

YT Gt A Cop(p2—1)

_detAy  pP—1
Y7 det A Cop(pr—1)
~ det A, p?—1

detA  p(p2—1)

z

@.IH QD= Q8=



Zbyva nam tudiz roziesit piipady, kdy p € {—1,0,1}.
e Necht tedy nejprve p = —1. Pak zadand soustava mé tvar
-z + y — z =1
r —y — z =1
-r + y — z = 1,
tedy prvni a tfeti rovnice jsou v tomto piipadé stejné. Se¢teme-li prvni
dvé rovnice, dostaneme:

—22=2, tedy z=—1.
Po dosazeni tohoto vysledku do prvni rovnice dale dostaneme:
—x+y=0, tedy x=uy.

e Necht dale p = 0. Pak soustava m4 tvar

y — z =1
r — z =1
-r + y = 1

Jestlize od prvni rovnice odec¢teme druhou, pak spolecné s tieti rovnici
dostaneme soustavu
-z + y =0
- + y = 1,
ktera ocividné nemé zadné feSen.
e Necht nakonec p = 1. Pak zadand soustava mé tvar
r + y — z
r +y — z =1
-r + vy + 2z = 1,
tedy prvni a druhd rovnice jsou v tomto piipadé stejné. Secteme-li
prvni a tfeti rovnici, dostaneme:

2y =2, tedy y=1.

I
—

Po dosazeni tohoto vysledku do prvni rovnice dale dostaneme:
r—z=0, tedy = = z.

Zaveér: Pokud p ¢ {—1,0, 1}, mé soustava jediné teseni

1
r=Y=z=-.
p
Je-li p = —1, ma soustava nekoneé¢né mnoho feSeni x =y =1t, z = —1,

kde t je libovolné realné cislo.

Je-li p = 1, mé soustava opét nekoneéné mnoho feseni z = 2z = t, y = 1,
kde t je libovolné realné cislo.

Jestlize p = 0, pak dand soustava rovnic nemé zadné feSeni.
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